. LANGAGES "CONTEXT~SENSITIVES"

QUELQUES ASPECTS DE LEUR EXTENSION.

par J. FRIANT

SOMMAIRE .

Ce rapport reppelle les principales définitions concemant les
grammaires de constituants, notmnmeﬁt les grammaires CS. Puis il introduit
la notion de grammaires CS de reconﬁaissance, ce qui permet en particulier
de démontrer simplement la stabilité de 1'intersection relativement & la
classe des langages CS. Plusieurs langages CS, de nature arithmétique,
sont ensuite décrits; ainsi il est montré que 1'ensemble des nombres
premiers constitue un tel langage; En conclusion, 1l'énoncé de deux
résultats permet d'inclure la classe .des langages CF matrict.lles et celle

‘des langages CFP dans la classe des langages CS,

§ 0. RAPPELS, NOTATIONS. [ 4 ]

0.1, Grammaires de constituants immédiats.

Ce sont des sytimes formels dont le but est de décrire la
construction des phrases de langages artificiels par modifications succes-
sives portant sur des suites de symboles., Formellement, une grammaire de

constituants est la donnée d'un quadruplet:;

9~= (0’.0;,3,3)



- !)': appelé vocabulairc, est un cnsemble fini de symboles;

- (),; » vocabulaire terminal, est un sous-ensemble de U dont le complé-
mentaire, U’N s est appelé vocabulaire non-terminal;

- 8 est un synbole distingué de lf;q » désigné symbole initial,

Les symbolés ~ éléments de U — seront représentéds par des ca-
pitales latines habituellement indicées, et les suites finies de tels
symboles, ou mots — &léments du monoTde libre u’* construit sur v’= par
des capitales latines gurmohtées d'u accent circonflexe.

L. un couple ordonné de mo*ts (Z&,i) on agsociera lc mot 6

obrenu en écrivant le mot B & droite du mot A,

Formellement:
si Z\=Ai cee Al wee A
fs=31 cee Bj vee B
alors C=4AB= by oo A B, ces B .

-~ PN

On dira que ;., b et C sont des mots de longueur respectivement égale a n,
m ;t n+ r, et on écrira: /

|6l = , |3l =n, |G| =n+m.
~§{, est un ensemble fini dont les &léments, appelés rigles de production,
sont des couples ordonnés de mots, Ainsit

r € R: r = (A,B) avec la restriction A ¢U’,. .
. A

0.2. Dérivation;
¢ On dira que Y dérive dircctement de x, selon g par la
ety
régle de production r = (A B), s'il existe deux mots G et D tels que-
X =GAD , Y = GBD .

-

On écrira : b4 —L(@La {{
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ou simplements: Xo——-—c%'—-—> Y

-~
On dira queYdéri}e'/de X, selon ‘9, s'il existe une suite
. finie de mots XO X1 Jeses Xn tels que :

H
X =X , X =Y

0 n
. ~ r S
et Vi, 1S1isn 3rieQ,= Xi-1"""(7;,—"‘>xi

- . -
. £ *
On écrira: X —=—==> Y avec 2 = Ty oeee Ty eee T € 9\4

0.3. Langage.
Le langage engendré par la grammaire g est le sous-ensemble

de U': forﬁé des mots dérivant de S, selon ‘49; on le notera o‘Z ((g) :
;f,((g) = {xlxevf; Jec i(%): s ==%f=> x }

Deux grammaires seront dites équivalentes si elles eﬁgendrent le méme langage.

O.4. Crammaires et langapes context-sensitive,

Un sous-ensemble de 0),; scra appelé langage contexte-sensitive
s'il peut &tre engendré par Qne grammaire ‘a dont toutes les régles sont
telles que la longuedr du premier meabre est au plus égale & celle du
second, i.e. 3
vreed, r= &»: il = |B]
On remarquera que tous les langages context-free (CF) sont context-sensi-
tive (CS), |
On démontre < [ 7 ] ’ [ 4 ]) qu'un tel langage 0‘8 peut
toujours &tre engendré par une grammaire
‘? = (U,VT,s,f)L)

satisfaisant aux conditions suivantes:
-3 -



. Outre le symbolé inicial S, U/N contient deux symboles
par’ticu‘liers 3! et ¥; on note: v'= \)/N - { s } .

. Les régles se répartissent en trois groupes:
- les régles initiales: (S,SW) et (S,S')
- l'ensemble &’ des régles binaires, de la forme: (Ai Aj , A,( Al) aucun
de ces symboles n'étant terminall,
- et l'ensenble g des radgles terminales, de la forme:

(A,T) ¢ &4 eu', T € Ufr
Soit }A( € \fL 3 | % | =n ; il résulie des conditions ci-dessus que;{
est une phrasc de ;f/ si et seulement si on peut dériver ;i de st W ° 1
a ltaide des rég;es de a' et de g ; plus précisément: ; € Sg si et
seulement s il existe Z\ € v‘n tel que Z\ dérive de 8" W 7 1 par R’et

X dérive de A par Z-.

§ 1, GRAMIAIRE DE RECONNAISSANCE ASSOCIEE A UN LANGAGE CS.

1.1, Soit eﬂ un ‘langage CS engendré par une grammaire ’(3 du type
rappelé ciedessus. Nous allons définir une grammaire % écuivalente i (j:

‘ﬁf=-(V,U’T:S’&’r)-

r
- Le symbole initial et les symboles terminaux sont ceux de ‘ﬁ. On trouve

de plus les 4léments de

(. !,
p T V'x \xr
représentds par: [f%] A €V , T € VT

~ Les régles de Lﬁrr sont céduites de celles de (3:
. ragles initiales:

v G\J,’r : (s,s[%]) et (é,[%‘])
-4



/\
. Tégles b1na1res, X s

VT, , T

1 2

NENEIREAE DR

si et seulement si.(Ai A

t
s € X

. rcgles terminales, g :

([ ]sT) Zt si et seulement si (A,T) € K

VTE

Par extension

on écrira:

si

et

a

-

<>

.é_]
L3

I

By see By wen A € VT

1

T, oo T oo T € U7

A A A
(2] [ 2] [ 2]

Comme pour la grammaire 19 i1 resulte du .choix des ragles de

Lg/ que X € .;29((% ) si et seulement si on peut dériver 1( de [

st W n-l

!
a4 1'aide des ragles de a‘r et de gr » plus proc1sément E.‘E( ) si et

1
]
seulement si il existe A € v tel que l_ ] dérive de [..sl..l___]

par 8\/ et X dérlve de i_

~

-{E] par ‘r + Ainsi 3 toute S~-dérivation de X,
X .

selon (g, décomposable en ‘(cf. ci-dessus) :

s——-—-—>svw“‘1—Uv > A >

%

m‘) ~ (Z)

Yy 7

correspond la S -dérivation de X selon Lgr :

G

et réciproquement,

[y
[I—
[:‘E‘
|
Py
| S—
ey
!
"
g
™

On a donc bien le résultat annoncé:

d (<§r>

4 (L(?J)

La grammaire

mot terminal ( X

% N
€ \)’T y et l x l = n ) nous pouvons toujours envisager

i .

- est dite de reconnaissance car si X est un

-5 -

]



une S-dirivation, selon 'Qj/r » telle que l%application des régles initiales
st~ 1o N
—-.:-—"—-J ; mais cette dérivation ne sera fructueuse

u
£Ho

aboutisse au mot -
que si X est une phrase du langage &,, c'est-d~dire si la grammaire (9]: s

}
par ses ragles ®r et fr > le Y"recomnait' telle., On dGira indifféremment
que ‘q engendre ou accepte ¥,
N, B, : Comme dans le cas des grammaires CS ordinaires ([ 8 ] ,,[ 4 ])
on peut auss’ envisager des grammaires CS ‘de reconnaissance avec marquant

d'extrémités de phrases, noté 7. Ltintroduction d'un tel marquant ne

modifie pas la capacité générative de nos grammaires,

142, ALpplication: Intersection de langapes CSs

En utilisant la notion de grammaire de reconnaissance nous
allons prouver le résultat suivant < i: 8 ] , [ 4 ] ) ’

« L'intersection de deux langages CS est CS,

Soient £1 et \{.2 dec= langages CS sur le méme vocabulaire

terninal th . On suppose donné pour Ji £t =1, 2 ) une grammaire éi

du type indiqué en O,4. ; on note Si le symbole initial, S{ R Wi les
4 + Dlaprés le paragraphc 1,1, on peut définir une
grarmaire de reconnaissance (91'. équivalente 2 L?i dont 1'ensemble des
symboles non~-terninaux, wis a p:;rt 5, , est noté Ui et l'ensemblc des

symboles spéciaux 3 %

_ > i
régles binaixes (resp. terminales) er (resp. gr ).
On va construire une grammaire CS de rc::onnaissancei evecnarquant
C§= (0, oy, 8, 4,2
qui engendre f\)lﬂaﬁz?{;ﬂ;{6£1 et}zégfz} .

- Vocabulaire: Le vocabulaire terminal de 9 est UL ; le vacabulaire

non~terminal \)’N comporte en plus des symboles distingués S. et #, les
symboles de u’; (i=1, 2), i.e.:

i
-6 -



{s,#}wl-,lu U’rz .

= Principe du choix des rigles de "9/
Nous voulons définir une grammaire de reconnaissance qui n'accepte que

les phrascs appartenant simultanément & dil et j2 « Ltant donné un mot
terminal )A{,A nous vérifierons donc.d'abord, 3 ltaide des r2gles de 211. s
que ;{ est une phrase de ;{),1 ; si clest le cas, et alors seulement, pa; des
régles intermédiaires nous passerons 3 l'étude de la reconnaissance de ;{
par la grammaire %z » & 1l'aide des ragles de 3;2 . Et les régles de
zr nous permettront de passer au m'.véau terminal }E, Asi et seulement si
;( appartient & l'intersection (;!1 N f
- Régles de ‘Q :

régles initlales

2 .

VoToEuU, (s,sL :let (s,[ ])

rigles de"reconnaissance" de 91. : r .
1 1

. végles intermédiaires

v 1, T GU’T .

.([%]#, I—?]#) 3 R—
(410%1. 010D (141

_ !
régles fR, et z de la grammaire Qi‘ .
T o
2 2 2 _
Le lecteur vérifiera facilement que le principe signalé plus haut se

trouve respecté par le choix de ces réglesy (g accepte les phrases X

-7 -



appartenant simultanément i ;2

1 et iz , et elles scules, ce qui démontre

le résultat énoncé,
Nous allons présenter maintenant quelques exemples de langages CS.

§ 2. LANGAGES CS ARTIFICIELS,

Les langages étudiés dans ce paragraphe, sont définis sur le vocabulaire

i:erminal U’m = {l } ’ réduit 3 un seul symbole. Une phrase, Ik s d'un
tel langage, est entilrement caractérisée par sa longueur k,cussi, par
alus de langage, dirons~nous parfois 'le nombre k", poﬁr le'ot Ik ", On

sait qulun tel. langage infini p'est CF que s'il contient un squs-ensemble
"formant! une progression géométrique, ' J. P. Benzécri ( L 1 ] R [ 2 ] )
a généralisé la notion de langage CF en faisant intervenir des symboles et
des mots & plusieurs insertions, et diverses opérations sur ces mots, en
plus du produit de juxtaposition c;n parle de langage CFP. R, Guedj a
nontré [ 5 :] que tout langage CFP infini, sur le vpcabulaire terminal { l },
contient une pxgression arithmétique ou une progression de la forme:

1.
{ |v tou v | «k e N } . Ainsi le lecteur pourra vérifier facilement

qu'aucun des langages étudiés dans ce paragraphe n'est CFP, a fortiori CF,

2.1, 1% exemple:

n n
. s i +
den = {F*T | nen}
i et j étant deux entiers distincts supérieurs a 1.

Soit 4 (i,3) la grammaire CS avec marquant

1(i,5) = (U{L,) , Up, 5, ¢ ,&1,1) )

ot - U, = {5, ha ,8,,2 ,3,, |}

- &(i,j) comporte :
-8 -



. la régle initiale (S, A1B1)
. les régles de production \

(#+ Al s # 4, ) (début)

i . i . h)
Cahy s Aj4)) 5 (AB , 4/ B)) 5 (BB , B]B,)

(B, 4,8 #) (ein) .
. et les rigles terminales ( A, | ) 5« B | ).
Le lecteur vérifiera facilement que
LG, = e, )
Ce risultat scrait évidemment susceptible de généralisation en considérant

plus de deux indices (i,j).

2.2, 2°€ exemple:

1
L = { 1™ | nen}
Considérons la grammaire CS avec marquant

G = G, v, s, 4, o).

- (1) comprend les deux symboles distingués S et #, les &léments de U;:

vy = {A,AI,AZ,B,C,CI,CZ,D}
et ceus de
= (e ixe ) e {eixen}, e (mixe )
et le symbole terminal i .

Nous allons décrire les rigles de la grammaire %;(!) en
indiquant les dérivations qu'elles permettent, L'idée directrice est la
suivante: on passe de |“! a ‘(n + ! en "coplant" (n + 1) fois le
premiére phrase ln! :

l(n+ 1)1 In! 'n! ... In!

L e
(n + 1) fois
-9 .



1 1
Ainsi au niveau non terminal le passage de |3. i |4. correspondra a la
dérivation:

#AAAB3# g #A4Bzo#

Cg(!)
le nombre de symboles A permet de savoir 3 quelle dtape on est rendu. On
montrera comment les régles décrites permettent de réaliser la dérivation
précédente.
I. Regle'initiale (S, AA)
I1. Régles permettant les dérivations du type:

#—A3 B # ——{;-—-————» & DAABS (cl)6 #
L()

) -(début)

\

. C#A, ¢ 0A

1
. ( Al AAIC ) 5 ( AB, BAIC ) : régles de "recopiage"
. (cCa, k) ; (CB, BC) mise en place des
nouveaux symboles

(C#’°1#);(°C1’°1c1).,)

: o
- €848y 5 2{Cy ) N
passage a l'étape
VvV X ¢ U; , V Y€ &T - { Ay, D } suivante
(X', YiXx)
Par la suite les symboles X et Y désigncront un symbole queiconQUe de
Ua , les restrictions faites seront seules indiquées,

III. Régles permettant les dérivations du type

3rc 16 - N 3 6
# DAAB (Cl) # ——zgz;;__> # DAA, B (CICZCZ) #

« (DAY , DAg Y ou ( Ayt , Loy ) : début de la nouvelle é&tape

o (XMWY , YY" ) X # 01

- ( cyY CyCo¥ ) , C Gy # Ci{Cy # ) : régles de "recopiage"

» (Cy#,0C¢)

D'une fagon générale s'il s'agit du passage de |n! a l(n + ! cette

étape recomuence (n - 1) fois. 10



IV, Régleés permettant les dérivations du type
6 20
c,) #

c,C
17272 %2(1) 3

. \
o« (A,CY , AV1A"T ) ou ( A,B , AM'A"' ) : un nouveau symbole A apparait
271 2

i DAA233 (c B

en vue d'une nouvelle étape éventuelle
S (X™MY, XYM ) X#C et X#G6,
. CCyry , BY")
. (CYy'Y, BY"t Jou (CY' ¢, B £ ).
V. Enfin les régles
. (XAMY , U4 )
cC#D", H4)
achévent un développement complet (déns 1l'exemple choisi on aboutira a:
# %820 ¢ ), et 1'on pourra recommencer un nouveau développemnt (on

53115

passerait 2: i A # ) ou appliquer les :

VI. Kégles terminales:

(s,
CCEALE DY Clast )
OB, D

On vérifiera que :

5{(19(1)) - b = {I“’ | new}

2.3, 3°m€ exemple

Vi 122 ;Z(i) = { lni | ne N } .

En s'inspirant de la grammaire Q%(!) on peut trouver une grammaire CS
engendrant 5£fi) [ 4 ] . Cela nous permet de donner dans le cadre des
langages CS un énoncé du '"théoréme" de Fermat énongant que les équations
%"+ yn = 2" ’
- 11 -



pour n entier supérieur ou égal 3 3, n'admettent pas de solutions-a

-

valeurs entidres. 1l est facilc de vérifier que cela revient a poser:

vi,1€MNM,i2 3 : (Jf”.éff”) nd® = ¢
Le produit (JI'JZ'E { ;(¥:1.)22| iIE&/l et';{zéofz}>

s

et l'intersection (cf. § 1.2,) étant stables relativement & la classe des
langages CS, on peut définir une grammaire CS engendrant le langage du
premier membre de 1'¢galité précédente. Malheureusement le probléme
général, de savoir si le langage engendré par une grammaire CS est vide,

est indécidable.

Nous avons aussi démontré [ 5 ] que le langnge
i(p) = { IP | peN, ppremier._'}
est CS. '
Mais ici nous allons présenter une grammaire CS engendrant les nombres

premiers écrits gous forme décimale.

§ 3. NOMBRES PREMIERS DECIMAUX ET LANGAGES CS.

Llensemble des nombres premiers, écrits gous forme décimale
usuelle, est un langage CS.

DEMONSTRATION:

Considérons la grammaire CS avec marquant:

(9= {v, U’T,s,#,fk}

olt: ~ 1le vocabulaire terminal, U/T s est l'ensembligﬂdés chiffres,

S ={o, 1, 2, eees 8, 9.}

- le vocabulaire non terminal, \);q » comporte en plus des deux
)
symboles distingués S et # , tous les sumboles du type: -‘:—3 ou

- 12 - q



€y 2 Sy Cg sont des chiffres arbitraires l'un quelconque d'entre eux

pouvant éventuellemnt &tre indicé par <XK'77 oqu «n?7 | plyus’

précisément:
. N , 1"
e ) (=) (e fa) () |
Vﬁ:zs’ L Icz sl o S e fea] v (ca] v 1S v | 2] croc2ocs € Vs
ey R ST I 5 N R B 50 B 1) '

-~ les régles de la grammaire %? vont stre divisées en trois groupes.

I, Eégles initiales:

oy o o o -

. C
e #8—~——> 1108 cEUT’-{o}.
. - 7
1] C1}[Ce]
«|D|ss —— |T||T|s
[ C [4
L . 1)l 2) c, s c, € VI
e e e, 1° % T
e 1|22
Ol sE——>10]12|#
1) “1)1%2]
. u)
L HsE ——t 2 wey - {o,1},
u

Faisons ici 1'hypothése que le symbole S n'intervient pas dans les autres

régles et que ces dernidres n'agissent que sur les symboles du type

<, indicés ou placés i 1l'extrémité gnuche: il en résulte que toute .

S |
#S#t~dérivation commencera par une séquence:

C.

n
#op —>fssp—> " T lp S lg| Pty L,
cn
°n p i °n
.'._>Jl—-9: e .2 sn-p+1#__> soe ’_.'># E P
C [+ c
n P, n




kN
!

- ou simplement #Sif —= #[7J# u € U; - { 0,1 }

u

Ces dérivations faites, les régles initiales ne pourront plus &tre appliquées,

-

II. Reégles de transfdrmétion:

Elles seront décrites formellement ci-dessous; signalons ici
qu'il s'agit de régles conservant la longueur et que leur but est de
déterminer si, oui ou non, le nombre N,

N = cncn -1 °c c2c1

est premier, Dans ce but N va 8tre "divisé" par les nombres D, compris
‘entre 2 et N:

D = eee dod

4hd) -1 24
Afnsi, en cours de déribation on passe par le mot non terminal:

’

i) I s B 1 o | “2l[%
X SRR N | Y I Y 1 LY ,
“n °1 + d ‘1 2] %1

que l'on représenter schématiquement par } s 2=DS=N .,

Prrem——
Zlo|=

0
= S5i N est un multiple de D on obtient le mot Fﬁ} » Ll.e.

9y (o 0 [0 N
-0- LN ] E LN N ] E E F)
‘n ‘1 €24 ©1

et l'on bloque la dérivation, N n'étant pas prenier,

= S1i N n'est pas divisible par D on passe & la "division" par (D + 1),

N
I1 en vésulte que si et seulemnt si N est premier on aboutit zu

) N
clest-3~dire au mot non terminal [D + 1}

’

N
mot non terminal {!} s laoes ¢
N

- 14 -



wlfa-1) [l la
F Py IR Y B O
€n dn-l C2] 11

dont on dérivera le nombre premier N par les régles terminales.

III. Régles terminales. c, Cy » C, sont des chiffres quelconques:

C

Sl # —> ¥
C

“

1

c1l 2 T 4%
bC1

11 s'agit mziintenam: de préciser les ragles dé' ﬁrat;sfomation
et de décrire les dérivations qufclles permettent. On l'a'dit ci-dessus,
leur but est de "diviser!" M par D (2 € D € N). Cette division va
consister en une succession de soustractions.

‘Soit: N =kp+R OLR<D, (Nn'Stant multiple d'aucun nombre
inférieur 3 D, autre que 1). |
N « mD

la dérivation passera par les mots non terminaux D 0<n £k.
. N )

0 .
-~ si R =0, la dérivation sera bloquée, pour m =k, & |[D} ;.
N tT

- si R # 0, aprds la (k + 1)-éme soustraction dé D, la présence de

N
la retenue ( N - (k + 1)D < 0 ) nous fera passer au mot non terminal |D + 1

N
Distinguons donc les différentes étapes et les différents cas
suivants: '

- 15 =~



I¥. 1. Début de soustraction.

N - mD
Supposons que nous ayons dirivé de S le mot D ’
: 3]
0 m £k , avec:
N-mdp = r, ... r1 -

A. T # 0 (donc i fortiori (N - md) >0 )

(1) 1
) o

Les chiffres r1 ’ d1 ,' 1 sont quelconques, seule existe la resttiction'

signalée, r, # 0. Cette remarque vaut pour' toutes les autres régles.

" B. ¥, = 0 : il s'agit de vérifier si (N - wD) n'est pas nul.
e o)
oG # = 5] #
1 1

Nous nous intéressons uniquement aux chiffres de la ligne supérieure,
aussi les répgles précédentes peuvent, sans aucune confusion, se mettre
sous la forme: {__C_ﬂ # — T_g'\l#

étant bien entendu que les deux chiffres inférieurs sont quelconques (2
remarquer toutefols qu'ils ne peuvent 2tre indicés) et ne sont pas modifiés

par ces régles. Cctte remarque nous permettrs de simplifier 1'écriture
‘de certaines rigles

(o) el — (o [o]

» Alnsi dans le cas olt N = mD on se trouvera arrété 3:

L0 I B I K S
# _CQ co :1_1_ :d.i #
n n-1 (:1 c1

(Tout au plus pourrait-on ajouter de nouveaux indices «,'7715 la ligne supérieusc).
- 16 -



. i (N - mD) est positif il existe 3, j < 1, tel que r, est distinct
de 0, et il faut alors continuer notre division par D par une nouvelle

soustraction:

. r#0 fﬂ[gﬂ —

. follo) —> (olfod

on 0] . "on 0
E;# —y -d—{ #  ou plus simplement d1 H# —> di #
he | cq

1T. 2. Régles de soustraction.

Seules nous intéressent les deux lignes supérieures; la ligne

inférieure, ntétant pas modifiée, conserve l'information du nombre N

étudié. Nous avons quatre cas 3 considérer:

A. Sens retenue (sur le chiffre précédent):

(v, ) (r.) ‘t. ] (r, - d
. T d, = |1t °2 1l]172 2
411 gl %
(r, Y (T 7 fr,] ((10 + x.) - &
1(1°2 1 27 72
. ¥, < d H el B —_—

on introduit la retenue (évidemment &gale 2 1) en utilisant 1l'indice

K nd>>

B. Avec retenue:
r, ] (> (r,Y {r, - &, - 1
1 2 1 2 2
r, > d — =5 — =
T Al|E 1
rr1~ Vrz\ ,r1\ r(9 +r2) - dz
. r,<d : -\ = — —
SR Y| 4 B | >

(introduction de la retenue)

- 17 =



II. 37 Fin de soustraction.

Il v a essentiellemnt deux cas 4 envisager:

A. He(@+1)D3 O (m < k)
. sans la retenue:
cya 0 #fE) 5 #[r_é_d]
. avec la retenue: |
r>a iﬁf&%] > # [r - : - 1]

B. Ne@+1)D < 0 (a=k)

. sans la retenue:
r) c
<d : # |T| —~—> #|4d
r e a d
< c!
. avec la retenue:

r<L d # |q| ~——y #

o e
-

2]
el
Y

lalo
R

~ 4 .

L'indice % '37 eui apparait 3 la ligne inférieure, indique que N n'est
pas divisible par D; il va permettre de passer 3 la division par (D + 1)
gréce aun régles suivantes.

-

II. &, Passage 3 ivision par (D + 1); clest=3-dire

la ¢
' N
passage au mot fion terminal: D+ 1
N

L

N

c c c
e S 4 Y |
A2l — (L]
e.! c c Y]
[l ) )12
et !
TR S B ) B e KT B
. 1]
ey €1

- 18 -



:}_ f}_ la présence de 1'in-
B. 4, = 9 8l H#E > 9| # X
c! c" dice €"» 3 1a

1

ligne inférievre indique que le passage de D & D'+ 1 fait intervenir la .

retenue (D se terminant par un S).

y [N

“1112%2 ‘il }&2
At S — (4] ]L
. n
G o7 | =)

< ]
. d#9 || — |TF1
.C." C )

td

I1 résulte de la description faite que tout nombre premier N
dérive de S, selon la grammaire s Il resterzit i -voir que la grarmaire Lg,
n'engendre pas, ou plutdt "n'accepte pas" d'autres nombres. On
recsrygliera que les régles doivent &tre appliquées dans 1'ordre de leur
présentation s’ l'on veut que la dérivation aboutisse 3 une phrase.

Pour cela on cond.d&-ara 1'apparition et la disparition des

indices qui commandent, en quelque sorte .3 l1'enchainement des étapes.
Ainsi s'achive la démonstration du résultat enmomcd:

£ (’9) = { N| N nombre p;emier décimal } .

REMARQUES

1°)- A ce résultat nous pouvons ajouter le suivant:

Le complémentaire du langage &P (‘-g) » clest-3-dire le

' } ] [
langage: SL = { N | N  entier naturel décimal non premier}

est un langage (S.

I1 suffit de considérer la grammaire ‘9 et d'en remplacer

les régles teminales III par les suivantes:
: 0
. d<c¢ # o|d| —> # ¢

[
- 19 -



0
.« ¢y d2 ——

2

€2

en .ajoutant - S F# —-——) H OW etH#H SH —~—> HF 1L# .

Le lecteur vérifiera ce résultat facilement en remarquant que
N n'est pas premier si et seulement s'il existe D, D < N (on peut préciser

Déyz- ) tel que N = kD, Dans une dérivation selon la grammaire g,
' 0

essayant d'engendrer N, on aboutit au mot . En posant:

D

N
N=cn...§1 et b=d; ...d1

on est sfr que l'on a dn < é (car N 7. 2D) d'ol la restriction imposée

ci~-dessus & la premiére régle terminale applicable. Elle était nécessaire,
' N

car si N est premier, la grammaire ‘9 nous permet d'aboutir au mot |N
N

/O {
et en continuemst d'appliquer les régles transformation, au mot l_}_{] » mais

N

alors dn = ¢ et notre nouvelle grammaire 'n'accepte pas" N,

2°) Nous allons donner une nouvelle grammaire CS engendrant le
langage:

Loy = {[pl pe ltf,ppremier},

Auparavant, donnons un ensemble
.?.1 de régles CS permettant de passer de l'écriture décimale d'un endier
naturel p 3 son écriture ‘"en bAtons",

. Régles CS de passage de # p # 3 # R

Soit p = unén el """ czﬂl .

Nous allons distinguer 3 cas suivant la valeur du chiffre des unités.

191‘

cas: 8§ > 1 c CH D (e-1| #

. e ---——-9.(""'1)H

- 20 -



-

eme

. d1# —> do| #

-2 cas C=1 d est un chiffre
. a1 l —_— do H quelconque.
régle de fin de trgnsfpmation CHL | > # H
cas particulier . # 1 # —> # | #
- 3éme cas: C =0 . O# —> 0 #
. 0] — o'
.00' —— 0'0
d>1 .d0 —3 (d-1)9]"
.ulo0t—> uo09 I' u est un chiffre
=t { # 10— # 9 I' quelconque
.o —_— o
s | #
A=l

On remarquera gque la dérivation
#pH#H > #|P#
est définie d'une facon unique; on passera par les étapes:
Tt > o> # [P #,

le passage de q & (q - 1) ( 1< qgp ) exige, dans le cas od le chiffre

#pH=2H# (-1 # = ...# q|P"

des unités de q est nul, 1l'intervention d'une retenue.
Nous sommes maintenant en mesure de définir une grammaire
engendrant o{) (p):
G- {1} s, &)
. uls v U { o', I' } , V étant le vo‘cabulaire .terminal et non |
terminal de la grammaire CP étudiée ci-dessus,
- Roa, 4
et Ql 1'enscmble des ragles de passage décrites ci-dessus.
On o bien: g«%’) = ip(;:\
- 21 -
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En conclusion nous allons énoncer des résultats permettant de
cruparer la classe des langages CS 3 deux autres classes qui généralisent
celle ‘des langages CF,

- Langapes CF matricielles.

Une grammaire matriciellg est un couple [‘9, ,}{] ol % est
une grammaire de constituan?s.
Y= v, o5, 00
et J4 une partie finie du monoYfde libre {Rf. l[a%,JL] sera dite grammaire
matricielle CF, CS, etc,, si Qafest respectivement une grammaire CF, CS,
etc,.. Le langage engendré par la grammaire matricielle [%5H)L] est
1l'ensemble:

| d[c%ﬂ] = {f(l X € o’,"r;jpe J{'s—;—> i}

des uots sur le vocabulaire V} qui dérivent de S par une suite de régles

de SL qui est un procuit de juxtaposition de mots de /(. (sfutrement dit
on applique d'abord dans léur ordre les rZgles d'un premier mot bl € UA(;
puis on passe 3 un second mot bz » dont on doit pouvoir appliquer la
premigre '"lettre", qui cst une régle de 52, puis la seconde etc...).
J. P. Benzéceri a prouvé [ 2 ] que
» tout langage engendré par une grammaire CF matricielle est CS...
On a plus: tout langage CS matriciel est CS.
" - Langages CFP (cf, § 2 au début)
Nous avons prouvé (travail & paraitre) que:

. tout langage CFP est CS.

- 22 -
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